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Foglio 7 - Test di Monotonia - Graci qualitativi
I Esercizio 1. Si trovino gli intervalli su cui ciascuna delle seguenti funzioni f(x) (di cui lo Studente
ha già calcolato la derivata prima: si veda l'Esercizio 2 del Foglio 6) è crescente e gli intervalli su cui
è decrescente. Tenendo conto anche del dominio di f(x) e dei suoi limiti a 1 (se ciò ha senso) e/o
nei punti di accumulazione del dominio ritenuti signicativi, si tracci un graco qualitativo di f(x). Si
chiede inne di trovare l'insieme immagine di f(x) sul suo dominio.





x!::: f(x) =   
lim
x!::: f(x) =   
f 0(x): ...
intervalli di crescenza: ...




1. x  ex 2x+1
(qui non si richiede l'insieme immagine né il graco qualitativo)




2 + 5x+ 1
(x+ 1)2
dominio: R n f 1g
intervalli di crescenza:







intervalli di decrescenza: [x1; 1[ vel ] 1; x2]
limiti signicativi:
lim








x!+1 f(x) = +1
insieme immagine: ] 1; f(x1)] [ [f(x2);+1[ ove f(x1)   28:73 e f(x2)   0:01
eventuali note: x1 =
 5 p21





2. ex  (x+ 2)
f(x): ex  (x+ 2)
f 0(x): ex  (x+ 3)
dominio: R
intervalli di crescenza: [ 3;+1[
intervalli di decrescenza: ] 1; 3]
limiti signicativi:
lim
x! 1 f(x) = 0
lim
x!+1 f(x) = +1
insieme immagine: [ e 3;+1[
3. (3x+ 2)  e1=x
(qui non si richiede l'insieme immagine né il graco qualitativo)
f(x): (3x+ 2)  e1=x
f 0(x): e1=x  3x
2   3x  2
x2
dominio: R n f0g
intervalli di crescenza:









intervalli di decrescenza: [x1; 0[ vel ]0; x2]
limiti signicativi:
lim








x!+1 f(x) = +1
insieme immagine: ] 1; f(x1)] [ [f(x2);+1[ ove f(x1)  0:07 e f(x2)  12:65
eventuali note: x1 =
3 p33
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4. x2   3 x+ 2 + log x
(per il graco qualitativo si veda la Figura 1)
f(x): x2   3x+ 2 + log x
f 0(x): (x  1)(2x  1)
x
dominio: ]0;+1[
intervalli di crescenza: ]0; 1=2] vel [1;+1[






x!+1 f(x) = +1
insieme immagine: R
eventuali note:
1=2 è un punto di massimo relativo;
1 è punto di minimo relativo
5. ex  (x2 + 2 x  3)
(per il graco qualitativo si veda la Figura 2)
f(x): ex  (x2 + 2x  3)






















x! 1 f(x) = 0
lim










5  2   4:2 è un punto di massimo relativo;
x2 =
p
5  2  0:2 è punto di minimo relativo
3
Figura 1: Graco qualitativo di f(x) nel n.4














x2 + 6x  2
(x+ 3)(x2 + 2)
dominio: R n f 3g
intervalli di crescenza:
[x1; 3[ vel [x2;+1[
ove x1 =  3 
p
11 e x2 =  3 +
p
11
intervalli di decrescenza: ] 1; x1] vel ] 3; x2]
limiti signicativi:
lim













11   6:3 e x2 =  3 +
p
11  0:3
sono punti di minimo relativi;





11)   0:4 è il minimo asso-
luto, come si può desumere ad esempio cercando
gli zeri di f(x) che sono
1p5
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1+2 x  2x
2 + 2x  3
(2x+ 1)2
dominio: R n f 1=2g
intervalli di crescenza:







intervalli di decrescenza: [x1; 1=2[ vel ] 1=2; x2]
limiti signicativi:
lim








x!+1 f(x) = +1









 0:8 è punto di minimo relativo
tenendo conto del fatto che f(x1) = e
 2 p7=2  0:03
e f(x2) = e
 2+p7=2  0:5 si desume che f è crescente











dominio: R n f 2g
limiti signicativi:
lim


















intervalli di crescenza: ] 2; 1]
intervalli di decrescenza: ] 1; 2[ vel [ 1;+1[
insieme immagine: ]0; 1]
eventuali note:
x =  1 non è un punto di derivabilità per f(x)
ma solo di continuità; si ha limx!( 1)  f 0(x) = 1 e
limx!( 1)+ f 0(x) =  1
Figura 4: Graco qualitativo di f(x) nel n.8
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9. x+ 2arctg (1=x)
(per il graco qualitativo si veda la Figura 5)
f(x): x+ 2arctg (1=x)
dominio: R n f0g
limiti signicativi:
lim








x!+1 f(x) = +1
f 0(x): (x+ 1)(x  1)
x2 + 1
intervalli di crescenza: ] 1; 1] vel [1;+1[
intervalli di decrescenza: [ 1; 0[ vel ]0; 1]
insieme immagine: ] 1; f( 1)] [ [f(1);+1[
eventuali note:
la funzione è dispari, ossia f( x) =  f(x) e quindi ha
il graco simmetrico rispetto all'origine;
si ha f( 1) =  1  =2 e f(1) = 1 + =2 e quindi:
 1 è punto di massimo relativo, 1 è punto di minimo
relativo; inoltre f è crescente anche in
] 1; 1] [ [1;+1[
Figura 5: Graco qualitativo di f(x) nel n.9
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10. x2  ex 3x+1
f(x): x2  ex 3x+1
dominio: R n f 1g
limiti signicativi:
lim








x!+1 f(x) = +1
f 0(x): 2  ex 3x+1  x(x
2 + 4x+ 1)
(x+ 1)2
intervalli di crescenza:
[x1; 1[ vel ]  1; x2] vel [0;+1[
ove x1 =  2 
p
3 e x2 =  2 +
p
3





3   3:7 e x2 =  2 +
p
3   0:2
x1 e 0 sono punti di minimo relativo; x2 è punto di
massimo relativo; si ha
f(x1)  163:7 e f(x2)  0:0008 e dunque f è
decrescente anche in ] 1; x1] [ [x2; 0]
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Le seguenti funzioni sono proposte anche nel foglio sul test di convessità. Dopo aver fatto gli
esercizi sul foglio del test di convessità, potrete arricchire il graco qualitativo delle seguenti











x! 1 f(x) = +1
lim
x!+1 f(x) = 0
f 0(x): 2 e 2x x (1  x)
intervalli di crescenza: [0; 1]
intervalli di decrescenza: ] 1; 0] vel [1;+1[
insieme immagine: [0;+1[
eventuali note:
0 è punto di minimo relativo; 1 è punto di massimo
relativo
Figura 6: Graco qualitativo di f(x) nel n.11
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12. f(x) = ex  (ex   1)
(per il graco qualitativo si veda la Figura 7)




x! 1 f(x) = 0
lim
x!+1 f(x) = +1
f 0(x): ex  (2 ex   1)
intervalli di crescenza: [  ln 2;+1[
intervalli di decrescenza: ] 1;  ln 2]
insieme immagine: [ 1=4;+1[
eventuali note:   ln 2 = ln(1=2)   0:69 è punto di minimo relativo
Figura 7: Graco qualitativo di f(x) nel n.12
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13. f(x) = x2  lnx
(per il graco qualitativo si veda la Figura 8)






(scrivere f(x) = lnx=x 2 e usare De L'Hôpital...)
lim
x!+1 f(x) = +1
f 0(x): x(2 ln(x) + 1)
intervalli di crescenza: [1=
p
e;+1[









eventuali note: e 1=2 = 1=
p
e  0:6 è punto di minimo relativo





















x!+1 f(x) = 1 (De L'Hôpital...)
f 0(x):   1
x (lnx  1)2
intervalli di crescenza: nessuno
intervalli di decrescenza: ]0; e[ vel ]e;+1[
insieme immagine: R n f1g
eventuali note:
benché f 0(x) < 0 su ]0; e[[]e;+1[, la funzione non è
globalmente decrescente su ]0; e[[]e;+1[, bensì su
]0; e[ e separatamente su ]e;+1[;
si ha limx!0+ f 0(x) =  1
Figura 9: Graco qualitativo di f(x) nel n.14
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15. f(x) = ex j1  2xj
(per il graco qualitativo si veda la Figura 10)




x! 1 f(x) = 0
lim
x!+1 f(x) = +1
f 0(x):
ex (2x+ 1) sign(1  2x)
per x 6= 1=2
intervalli di crescenza: ] 1; 1=2] vel [1=2;+1[
intervalli di decrescenza: [ 1=2; 1=2]
insieme immagine: [0;+1[
eventuali note:
x =  1=2 è un punto di massimo relativo; x = 1=2 è
un punto di minimo relativo ed è un punto di conti-
nuità ma non di derivabilità per f (usare il limite del
rapporto incrementale...)
Figura 10: Graco qualitativo di f(x) nel n.15
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16. f(x) = x3(2  x)2
(per il graco qualitativo si veda la Figura 11)




x! 1 f(x) =  1
lim
x!+1 f(x) = +1
f 0(x): x2 (x  2) (5x  6)
intervalli di crescenza: ] 1; 5=6] vel [2;+1[
intervalli di decrescenza: [5=6; 2]
insieme immagine: R
eventuali note:
x = 0 è un punto critico per f (cioé annulla f 0(x)) ma
NON è un estremante relativo; x = 5=6 è un punto di
massimo relativo; x = 2 è un punto di minimo relativo.
Figura 11: Graco qualitativo di f(x) nel n.16
15
17. f(x) = ex  x
x+ 4
(per il graco qualitativo si veda la Figura 12)
f(x): f(x) = ex  x
x+ 4
dominio: R n f 4g
limiti signicativi:
lim








x!+1 f(x) = +1
f 0(x): ex  (x+ 2)
2
(x+ 4)2
intervalli di crescenza: ] 1; 4[ vel ]  4;+1[
intervalli di decrescenza: nessuno
insieme immagine: R
eventuali note:
x =  2 è un punto critico per f (cioé annulla f 0(x))
ma NON è un estremante relativo; benché f 0(x)  0
sul dominio di f , la funzione non è globalmente cre-
scente sul suo dominio, bensì sui due intervalli aperti
e disgiunti, separatamente, che formano il dominio



















intervalli di crescenza: [1=2;+1[
intervalli di decrescenza: ]0; 1=2]
insieme immagine: [f(1=2);+1[ con f(1=2) = p2e
eventuali note: x = 1=2 è un punto di minimo relativo
Figura 13: Graco qualitativo di f(x) nel n.18
17
19. f(x) = log
 jxj   1
x

(per il graco qualitativo si veda la Figura 14)
f(x): f(x) = log
 jxj   1
x

















intervalli di crescenza: ]  1; 0[ vel ]1;+1[
intervalli di decrescenza: nessuno
insieme immagine: R
eventuali note:
benché f 0(x) > 0 sul dominio di f , la funzione non
è globalmente crescente sul suo dominio, bensì sui
due intervalli aperti e disgiunti, separatamente, che
formano il dominio



















intervalli di crescenza: [3;+1[
intervalli di decrescenza: ]2; 3]
insieme immagine: [2;+1[
eventuali note: x = 3 è un punto di minimo relativo.
Figura 15: Graco qualitativo di f(x) nel n.20
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21. Studiare la funzione f(x) = ex (1  2x).
Osservare che la funzione nel n.15 è uguale a jf(x)j. Vericare che il graco della funzione nel
n.15 coincide col graco che si ottiene dal graco di f(x) = ex (1 2x) mediante la trasformazione
elementare f(x) jf(x)j.
Procedere come sopra per le seguenti funzioni (sono semplici varianti di alcune delle precedenti):
22. ex+1(x+ 3);  x ex 2
23. x2   x+ log(x+ 1);  x2 + 5x  6  log(x  1)































32.  e x(e x   1)




35. (x+ 1)3(1  x)2; x2(x+ 2)3.
Quasi tutte le funzioni proposte nel precedente esercizio sono tratte dai seguenti libri (che presen-
tano anche lo studio completo di funzione, comprensivo di graco qualitativo):
 M. Bertsch, R. Dal Passo, L. Giacomelli: Analisi matematica, McGraw-Hill, Milano, 2011
 M. Bramanti: Esercitazioni di Analisi Matematica 1, Società Editrice Esculapio, Bologna, 2011
 M. Bergamini, A. Trifone, G. Barozzi: Corso base blu di matematica - volume 5, Zanichelli,
Bologna, 2009
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